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記号の定義 I

定義 1

ϑa,b(z, τ) =
∑
n∈Zg

exp
(
πi(n+ 1

2a)τ
t
(n+ 1

2a) + 2πi(z + 1
2b)

t
(n+ 1

2a)
)

a, b ∈ Zg

τ = (τjk)jk ∈ Sg: g × g の対称複素行列で, 虚部が正定値なもの
z = (z1, . . . , zg) ∈ Cg: 複素変数
a
2 ,

b
2 : 指標

特別な場合:

g = 1: Jacobiテータ関数 (S1 = H: 上半平面)

g ≥ 2: Riemannテータ関数 (Sg: Siegel上半空間)

z = 0: テータ定数, ϑa,b(τ)
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記号の定義 II

定義 2 (Gauss hypergeometric series)

F (α, β, γ; z) =

∞∑
n=0

(α, n)(β, n)

(γ, n)(1, n)
zn,

(α, n) = Γ(α+ n)/Γ(α) = α(α+ 1) · · · (α+ n− 1)

α, β, γ ∈ C, γ 6= 0,−1,−2, . . .

定義 3 (Lauricella hypergeometric series FD)

FD (α, β, γ; z) =

∞∑
n1,...,nm≥0

(α,
∑m

j=1 nj)
∏m

j=1(βj , nj)

(γ,
∑m

j=1 nj)
∏m

j=1(1, nj)

m∏
j=1

z
nj

j ,

z = (z1, . . . , zm), β = (β1, . . . , βm) ∈ Cm

|zj | < 1 (j = 1, . . . ,m)

α, γ ∈ C, γ 6= 0,−1,−2, . . .
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J. M. Borwein and P. B. Borwein 1991 I

Fact (Borweinの算術幾何平均 (Arithmetic-Geometric Mean, AGM))

0 < b0 ≤ a0 とするとき, 漸化式

an+1 =
an + 3bn

4
, bn+1 =

√
an + bn

2
bn,

によって定まる数列 {an}, {bn} は共通の極限 MBor(a0, b0) に収束する.

α(σ) = ϑ00(σ)
4 + ϑ10(σ)

4, β(σ) = ϑ00(σ)
4 − ϑ10(σ)

4,

α(2σ) =
α(σ) + 3β(σ)

4
, β(2σ) =

√
α(σ) + β(σ)

2
β(σ),

何かしらの変換で平均と一致するような変換則を持つ保型関数があると
き, AGMはその保型関数で記述される (後述)
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J. M. Borwein and P. B. Borwein 1991 II

α(σ) = ϑ00(σ)
4 + ϑ10(σ)

4, β(σ) = ϑ00(σ)
4 − ϑ10(σ)

4,

命題 5

0 < b0 ≤ a0 に対し,

σ =
√
2i

F (14 ,
3
4 , 1;

b20
a20
)

F (14 ,
3
4 , 1; 1−

b20
a20
)

とするとき,

a0
MBor(a0, b0)

= F

(
1

4
,
3

4
, 1; 1− b20

a20

)2

= ϑ00(σ)
4 + ϑ10(σ)

4

=α(σ)

.
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Kato and Matsumoto 2009 I

0 < d0 ≤ c0 ≤ b0 ≤ a0 に対し 4種類の 4項平均

an+1 =
an + bn + cn + dn

4
, bn+1 =

√
an + dn

2

bn + cn
2

,

cn+1 =

√
an + cn

2

bn + dn
2

, dn+1 =

√
an + bn

2

cn + dn
2

,

に よ っ て 定 ま る 数 列 {an}, {bn}, {cn}, {dn} は 共 通 の 極 限
MMat(a0, b0, c0, d0) に収束する.

MMat(a0, b0, b0, b0) = MBor(a0, b0).

Fact (Kato and Matsumoto 2009, Theorem 1.)

0 < y3 ≤ y2 ≤ y1 ≤ 1 に対し次が成立:

1

MMat(1, y1, y2, y3)
= FD

(
1

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
, 1; 1− y21, 1− y22, 1− y23

)2

,
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主定理 I

C(x) : w4 = z(z − x1)(z − x2)(z − x3)(z − 1) (x = (x1, x2, x3))
ただし, x ∈ X = {(z1, z2, z3) ∈ C3 | zj 6= zk, z1, z2, z3 6= 0, 1}.

次を構成した:

1 周期写像 per : X → B3 =
{
v ∈ P3 | v∗Uv < 0

}
, U =

(
1

1

)
⊕ I2.

2 保型埋込 ı : B3 3 v 7→ iU
(
I4 − 2

tvUvv
tvU

)
∈ S4

3 B3 上のモノドロミー群 Γ に関する保型関数 a(v), b1(v), b2(v), b3(v)

per−1(v) =

(
1− b1(v)

2

a(v)2
, 1− b2(v)

2

a(v)2
, 1− b3(v)

2

a(v)2

)
4 テータ定数と tvUv の等式 (Thomae型公式)
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主定理 II

定理 7 (M., N.)

v = per(x1, x2, x3), τ = ı(v) とする. このとき,
a(v) = ϑ0000,0000(N · τ)2 + ϑ1100,0000(N · τ)2,
b1(v) = ϑ0000,0000(N · τ)2 − ϑ1100,0000(N · τ)2,
b2(v) = ϑ0000,1100(N · τ)2 + ϑ1111,1111(N · τ)2,
b3(v) = ϑ0000,1100(N · τ)2 − ϑ1111,1111(N · τ)2.

と, 変換R =
1

1− i


1

2
1 −i
−i 1

 ∈ U(3, 1) が MMat(a0, b0, c0, d0) を

与える保型関数と変換である.

bj(v)
2/a(v)2 = 1− xj
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主定理 III

MMat(a0, b0, c0, d0) を与える保型関数と変換であるとは即ち

a(Rv) =
a(v) + b1(v) + b2(v) + b3(v)

4

b1(Rv) =

√
(a(v) + b3(v))(b1(v) + b2(v))

2

b2(Rv) =

√
(a(v) + b2(v))(b1(v) + b3(v))

2

b3(Rv) =

√
(a(v) + b1(v))(b2(v) + b3(v))

2

を満たすことである. ここでは条件 0 < x1 < x2 < x3 < 1 を課す.
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主定理 IV

定理 8 (M., N. 主定理 1)

a0 ≥ b0 ≥ c0 ≥ d0 > 0 とする.

y1 = b0/a0, y2 = c0/a0, y3 = d0/a0,

v = per(1− y21, 1− y22, 1− y23),

τ = ı(v)

a0
MMat(a0, b0, c0, d0)

=
Γ(3/4)4

π

(
ϑ0000,0000(N · τ)2 + ϑ1100,0000(N · τ)2

)
.

1− y21 = 1− b1(v)
2

a(v)2
, 1− y22 =

b2(v)
2

a(v)2
, 1− y23 =

b3(v)
2

a(v)2

より,

y1 =
b1(v)

a(v)
, y2 =

b2(v)

a(v)
, y3 =

b3(v)

a(v)
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主定理 IV

Fact

MMat(an, bn, cn, dn) = MMat(an+1, bn+1, cn+1, dn+1)

MMat(tan, tbn, tcn, tdn) = tMMat(an, bn, cn, dn) (t > 0)

主定理 1の証明：
MMat(1, y1, y2, y3) = MMat(1, b1(v)/a(v), b2(v)/a(v), b3(v)/a(v))

=
1

a(v)
MMat(a(v), b1(v), b2(v), b3(v))

=
1

a(v)
MMat (a(Rv), b1(Rv), b2(Rv), b3(Rv))

= · · · = lim
n→∞

1

a(v)
MMat (a(R

nv), b1(R
nv), b2(R

nv), b3(R
nv))

=
1

a(v)
MMat

(
π

Γ (3/4)4
,

π

Γ (3/4)4
,

π

Γ (3/4)4
,

π

Γ (3/4)4

)
=

1

a(v)

π

Γ (3/4)4
.
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主定理 IV

a0 ≥ b0 ≥ c0 ≥ d0 > 0 とする.

y1 = b0/a0, y2 = c0/a0, y3 = d0/a0,

v = per(1− y21, 1− y22, 1− y23)

τ = ı(v)

定理 10 (M., N., 主定理 2)

Γ(3/4)4

π

(
ϑ0000,0000(N · τ)2 + ϑ1100,0000(N · τ)2

)
=FD

(
1

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
, 1; 1− y21, 1− y22, 1− y23

)2

.

定理 11

1

MMat(1, y1, y2, y3)
= FD

(
1

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
, 1; 1− y21, 1− y22, 1− y23

)2
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